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Let 𝑗, 𝑙, 𝑛, 𝑠 and 𝑡 be natural number with 𝑛, 𝑠 ≥ 2  and 𝑗, 𝑙, 𝑡 ≥ 1 then the size 
multipartite Ramsey number 𝑚 (𝐾 × , 𝐾 × )  is defined as the smallest natural number 𝜉 
such that an arbitrary coloring of the edges of 𝐾 ×  using the two colors red and blue, 
necessarily forces a red 𝐾 ×  or a blue 𝐾 ×  as subgraph. Let 𝐺 and 𝐻 𝑏𝑒 𝑎𝑛𝑦 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ𝑠, 
for integer 𝑗 ≥ 2 the size multipartite Ramsey number 𝑚 (𝐺, 𝐻) = 𝜉 is the smallest 
integer such that every factorization of graph 𝐾 × ≔ 𝐹 ⊕ 𝐹  satisfies the following 
candition: either 𝐹  contains 𝐺 as a subgraph or 𝐹  contains 𝐻 as a subgraph. In this 
paper we obtain the exact values of the size multipartite Ramsey number 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) for 
𝑗 ≥ 3. The results show that the size multipartite Ramsey number for tree and path, for 
integer n and 𝑗 ≥ 3, is 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = , 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = , and 𝑚 𝑇 , 𝑃 = .  
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ABSTRAK 
Misalkan 𝑗, 𝑙, 𝑛, 𝑠 dan 𝑡 adalah bilangan-bilangan asli dengan 𝑛, 𝑠 ≥ 2 dan 𝑗, 𝑙, 𝑡 ≥ 1 
maka bilangan Ramsey multipartit ukuran 𝑚 (𝐾 × , 𝐾 × ) adalah bilangan asli terkecil 
𝜉 sedemikian sehingga sebarang pewarnaan dari semua sisi 𝐾 ×  menggunakan dua 
warna merah dan biru, akan selalu berlaku bahwa 𝐾 ×  memuat 𝐾 ×  merah atau 𝐾 ×  
biru sebagai subgraf. Untuk sebarang graf 𝐺 dan 𝐻, 𝑗 ≥ 2 adalah bilangan bulat, 
bilangan Ramsey multipartit ukuran 𝑚 (𝐺, 𝐻) adalah bilangan asli terkecil 𝜉 sedemikian 
sehingga setiap faktorisasi dari graf 𝐾 × ≔ 𝐹 ⊕ 𝐹  memenuhi kondisi berikut:  𝐹  
memuat subgraf 𝐺 atau 𝐹  memuat subgraf 𝐻. Dalam makalah ini, akan ditentukan nilai-
nilai dari bilangan Ramsey multipartit ukuran 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) untuk 𝑗 ≥ 3. Hasil pada 
penelitian ini menunjukkan bahwa bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk graf 
pohon dan graf lintasan, untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛 dan 𝑗 ≥ 3, yaitu 
𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = , 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = , dan 𝑚 𝑇 , 𝑃 = . 
Kata kunci : Ramsey, multipartit, ukuran, pohon, lintasan. 
 
1. PENDAHULUAN 
Penentuan bilangan Ramsey merupakan salah satu topik kajian matematika 
dalam bidang kombinatorika. Perkembangan bilangan Ramsey diawali dari bilangan 
Ramsey klasik yaitu untuk setiap bilangan bulat positif 𝑚 dan 𝑛 bilangan Ramsey 
𝑟(𝑚, 𝑛) adalah bilangan bulat positif terkecil 𝑟 sedemikian sehingga setiap pewarnaan 
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merah-biru pada semua sisi pada graf lengkap 𝐾  akan selalu menghasilkan graf lengkap 
𝐾  merah atau 𝐾  biru sebagai subgraf. 
Penentuan bilangan Ramsey klasik 𝑟(𝑚, 𝑛) = 𝑟(𝐾 , 𝐾 ) dengan 𝐾  dan 𝐾  
adalah graf lengkap dengan 𝑚 dan 𝑛 titik adalah suatu masalah yang sulit hingga kini. 
Karena sampai saat ini hanya sembilan bilangan Ramsey klasik yang baru diketahui. 
Karena sulitnya mendapatkan bilangan Ramsey klasik untuk nilai 𝑚 dan 𝑛 yang lain, 
maka kajian bilangan Ramsey diperluas untuk sebarang graf yang tak harus lengkap. 
Bilangan Ramsey untuk sebarang graf ini dinamakan bilangan Ramsey graf. 
Salah satu bentuk perluasan konsep dari bilangan Ramsey graf adalah bilangan 
Ramsey multipartit ukuran. Burger dan Vuuren (2004) memberikan konsep tentang 
bilangan Ramsey multipartit ukuran sebagai berikut. Misalkan 𝑗, 𝑙, 𝑛, 𝑠 dan 𝑡 adalah 
bilangan-bilangan asli dengan 𝑛, 𝑠 ≥ 2 dan 𝑗, 𝑙, 𝑡 ≥ 1 maka bilangan Ramsey multipartit 
ukuran 𝑚 (𝐾 × , 𝐾 × ) adalah bilangan asli terkecil 𝜉 sedemikian sehingga sebarang 
pewarnaan dari sisi 𝐾 ×  menggunakan dua warna merah dan biru, akan selalu berlaku 
bahwa  𝐾 ×  memuat 𝐾 ×  merah atau 𝐾 ×  biru sebagai subgraf. 
Sampai saat ini, beberapa nilai bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk 
kombinasi beberapa graf telah diperoleh, diantaranya bilangan Ramsey multipartit 
ukuran 𝑚 (𝑃 , 𝐺) untuk 𝑗 ≥ 3 dan 2 ≤ 𝑠 ≤ 3 dengan 𝐺 = 𝑊 , 𝑆  atau 𝐹  untuk 𝑛 ≥ 6  
dikaji oleh Syafrizal Sy, dkk (2007), 𝑚 (𝑃 , 𝐶 ) untuk 𝑗 ≥ 3, 𝑛 ≥ 2 dan 𝑠 ≥ 3  atau 
4 dikaji oleh Syafrizal Sy (2010). Selanjutnya bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk 
lintasan yaitu 𝑚 (𝑃 , 𝑃 ) untuk 𝑠 = 2,3 dan 𝑡 ≥ 2 dikaji oleh Syafrizal Sy, dkk (2005), 
serta bilangan Ramsey multipartit ukuran 𝑚 (𝑃 , 𝐵 ) untuk 𝑗 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 1, C. 
Jayawardene dan Jayampathy R mengkajinya pada tahun 2016, dan bilangan Ramsey 
multipartit ukuran 𝑚 𝑃 , 𝐾 ,  untuk 𝑗 ≥ 3  dan 𝑛 ≥ 1 pada tahun 2019 dikaji oleh C. 
J. Jayawardene. 
Diberikan dua graf 𝐺  dan 𝐺 , dan bilangan bulat 𝑗 ≥ 2, bilangan Ramsey 
𝑚 (𝐺  , 𝐺 ) adalah bilangan asli terkecil 𝑡 sedemikian sehingga setiap faktorisasi dari 
graf 𝐾 × =  𝐹 ⊕ 𝐹  akan memenuhi kondisi berikut: 𝐹  memuat 𝐺 sebagai subgraf 
atau 𝐹  memuat 𝐺  sebagai subgraf (syafrizal Sy, 2020). Bilangan Ramsey multipartit 
ukuran 𝑚 (𝐺 , 𝐻) untuk 𝐺 = 𝑇  dan 𝐻 = 𝑃  yaitu bilangan Ramsey multipartit ukuran 
untuk graf pohon dan graf lintasan masih menarik untuk dikaji. Graf pohon yaitu graf 
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terhubung dan tidak memiliki siklus. Graf pohon dengan 𝑛 titik dilambangkan dengan 
𝑇 . Sedangkan graf lintasan dinotasikan dengan 𝑃  adalah graf terhubung yang 
membentuk lintasan yang terdiri dari 𝑛 titik dan 𝑛 − 1 sisi dengan 𝑛 ≥ 2. 
 
2. METODOLOGI  
Untuk menunjukan bilangan Ramsey multipartit ukuran 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = 𝑡 dapat 
dilakukan dalam dua tahap sebagai berikut: 
1) Batas bawah, yaitu menunujukkan bahwa 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≥ 𝑡, dengan cara 
menunjukkan bahwa terdapat pewarnaan merah-biru pada semua sisi dari graf 
𝐾 ×  yang tidak memuat graf 𝑇  merah dan juga tidak memuat graf 𝑃  biru. 
2) Batas atas, yaitu dengan menunjukkan bahwa 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ 𝑡, dengan cara 
menunjukkan untuk sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf 𝐾 ×  
memuat graf 𝑇  merah atau graf 𝑃  biru. 
 
3. PEMBAHASAN 
Berikut ini disajikan beberapa teorema dari bilangan Ramsey multipartit ukuran 
untuk graf pohon dan graf lintasan. 
Teorema 1. Untuk bilangan bulat 𝑛, berlaku 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
Bukti. Pertama akan ditunjukkan 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≥ , dengan cara menunjukkan 
terdapat pewarnaan merah-biru terhadap semua sisi graf 𝐾
×( )
 yang tidak 
memuat 𝑇  merah dan juga tidak memuat 𝑃  biru. Perhatikan graf 𝐺 = 𝐾
×( )
, 
jika semua sisi dari 𝐺 diberi warna merah maka 𝐺 tidak memuat 𝑃  biru, karena ≤
< + 1 maka 3 × ( − 1) < 3 × ( + 1 − 1) karena 3 × = 𝑛 maka 3 ×
( − 1) < 𝑛, sehingga 𝑉(𝐾
×( )
) < 𝑛, maka jelas bahwa 𝐺 juga tidak memuat 
𝑇  merah. 
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .  Misalkan 𝑡 = , 
perhatikan graf 𝐹 = 𝐾 × , misalkan 𝐹 ⊕ 𝐹  adalah sebarang faktorisasi dari 𝐹, 
sedemikian sehingga 𝐹  tidak memuat 𝑃  maka akan ditunjukkan 𝐹  memuat 𝑇 . 
Tanpa mengurangi perumuman, karena 𝐹  tidak memuat 𝑃  maka maksimum 
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𝐹  suatu matching. Misalkan 𝑉 = {𝑎 , 𝑎 , … , 𝑎 }, 𝑉 = {𝑏 , 𝑏 , … , 𝑏 } dan 𝑉 =
{𝑐 , 𝑐 , … , 𝑐 } adalah himpunan-himpunan partit dari 𝐹. 
 
Kasus 1. 𝑡 genap.  
Karena 𝑡 genap, maka 3𝑡 genap, akibatnya 𝐹  memuat matching sempurna (lihat 
Gambar 2.1). Selanjutnya untuk menunjukkan  𝐹  memuat 𝑇  (lihat Gambar 2.2), 
oleh karena itu, 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .   
 
Gambar 2.1. 𝐹  tidak memuat 𝑃    Gambar 2.2. 𝐹  memuat 𝑇   
 
Kasus 2. 𝑡 ganjil. 
Karena 𝑡 ganjil, maka 3𝑡 ganjil, akibatnya 𝐹  memuat matching tidak sempurna (lihat 
Gambar 2.3). Selanjutnya untuk menunjukkan 𝐹  memuat 𝑇  (lihat Gambar 2.4), oleh 
karena itu, 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .   
  
Gambar 2.3. 𝐹  tidak memuat 𝑃    Gambar 2.4. 𝐹  memuat 𝑇   
 
Teorema 2. Untuk bilangan bulat 𝑛, berlaku 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
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Bukti. Pertama akan ditunjukkan 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≥ , dengan cara menunjukkan 
terdapat pewarnaan merah-biru terhadap semua sisi graf 𝐾
×
 yang tidak 
memuat 𝑇  merah dan juga tidak memuat 𝑃  biru. Perhatikan graf 𝐺 = 𝐾
×
, 
jika semua sisi dari 𝐺 diberi warna merah maka 𝐺 tidak memuat 𝑃  biru, karena ≤
< + 1 maka 4 × − 1 < 4 × ( + 1 − 1) karena 4 × = 𝑛 maka 4 ×
( − 1) < 𝑛, sehingga 𝑉(𝐾
×( )
) < 𝑛, maka jelas bahwa 𝐺 juga tidak memuat 
𝑇  merah. 
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .  Misalkan 𝑡 = , 
perhatikan graf 𝐹 = 𝐾 × , misalkan 𝐹 ⊕ 𝐹  adalah sebarang faktorisasi dari 𝐹, 
sedemikian sehingga 𝐹  tidak memuat 𝑃  maka akan ditunjukkan 𝐹  memuat 𝑇 . 
Tanpa mengurangi perumuman, karena 𝐹  tidak memuat 𝑃  maka maksimum 
𝐹  suatu matching. Misalkan 𝑉 = {𝑎 , 𝑎 , … , 𝑎 }, 𝑉 = {𝑏 , 𝑏 , … , 𝑏 }, 𝑉 =
{𝑐 , 𝑐 , … , 𝑐 } dan 𝑉 = {𝑑 , 𝑑 , … , 𝑑 } adalah himpunan-himpunan partit dari 𝐹. 
Karena 𝑗 genap akibatnya 𝐹  memuat matching sempurna (lihat Gambar 2.5). 
Selanjutnya untuk menunjukkan  𝐹  memuat 𝑇  (lihat Gambar 2.6), oleh karena itu, 
𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .   
  
Gambar 2.5. 𝐹  tidak memuat 𝑃    Gambar 2.6. 𝐹  memuat 𝑇   
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Berikut diberikan teorema tentang bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk 
graf pohon dan 𝑃  dalam bentuk umum, yaitu untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛 
dan 𝑗 ≥ 3. 
 
Teorema 3. Untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛 dan 𝑗 ≥ 3, berlaku 
𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
Bukti. Pertama akan ditunjukkan 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≥ , dengan cara menunjukkan 
terdapat pewarnaan merah-biru terhadap semua sisi graf 𝐾
×
 yang tidak 
memuat 𝑇  merah dan juga tidak memuat 𝑃  biru. Perhatikan graf 𝐺 = 𝐾
×
, 
jika semua sisi dari 𝐺 diberi warna merah maka 𝐺 tidak memuat 𝑃  biru, karena ≤
< + 1 maka 3 × − 1 < 𝑗 × ( + 1 − 1) karena 𝑗 × = 𝑛 maka 𝑗 ×
( − 1) < 𝑛, sehingga 𝑉(𝐾
×( )
) < 𝑛, maka jelas bahwa 𝐺 juga tidak memuat 
𝑇  merah. 
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ . Misalkan 𝑡 = , perhatikan 
graf 𝐹 ≅  𝐾
×
, dan semua sisi dari 𝐹 diberi warna merah-biru secara sebarang 
sedemikian sehingga 𝐹 tidak memuat 𝑃  biru, maka akan ditunjukkan 𝐹 memuat 𝑇  
merah. 
Sekarang, misalkan 𝑉 , 𝑉 , … , 𝑉  adalah himpunan-himpunan partit dari 𝐹. 
Selanjutnya karena 𝐹 tidak memuat 𝑃  biru, maka maksimum 𝐹 memuat suatu 
matching, dan setiap sisi pada matching tersebut diberi warna biru, maka jelas bahwa 
𝐹 tidak memuat 𝑃  biru. Untuk menunjukkan bahwa 𝐹 memuat 𝑇  merah. Misalkan 
𝐹 ⊕ 𝐹  adalah sebarang faktorisasi dari 𝐹. Perhatikan dua kasus berikut. 
Kasus 1. 𝑗 ganjil.          
Dari Teorema 1, dapat dilihat bahwa:      
Subkasus 1.1. Jika 𝑡 ganjil. 
Karena 𝑡 ganjil, maka 𝑗𝑡 ganjil, sehingga 𝐹 memuat matching tidak sempurna dalam 
𝐹 , dengan menghubungkan titik-titik di 𝑉 , 𝑉 , … , 𝑉   maka diperoleh sisi-sisi yang 
membentuk 𝑇  dalam 𝐹  dengan 𝑛 = (𝑗 − 1)𝑡 + 1 + 𝑡 − 1 = 𝑗𝑡, karena 𝑗𝑡 = 𝑗 =
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𝑛 maka jelas bahwa 𝐹  memuat 𝑇  sebanyak 𝑛 titik. Oleh karena itu, 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤
.  
Subkasus 1.2. Jika 𝑡 genap. 
Karena 𝑡 genap, maka 𝑗𝑡 genap, sehingga 𝐹 memuat matching sempurna dalam 𝐹 , 
dengan menghubungkan titik-titik 𝑉 , 𝑉 , … , 𝑉  maka diperoleh sisi-sisi yang 
membentuk 𝑇  dalam 𝐹  dengan 𝑛 = (𝑗 − 1)𝑡 + 𝑡 − 1 + 1 = 𝑗𝑡, karena  
𝑗𝑡 = 𝑗 = 𝑛, maka jelas bahwa 𝐹  memuat 𝑇  sebanyak 𝑛 titik. Oleh karena itu, 
𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ .  
Kasus 2. 𝑗 genap. 
Dari Teorema 2 pada 𝐹  dipunyai 𝑇  sebanyak 𝑛 titik, yaitu dengan menghubungkan 
titik-titik di 𝑉 , 𝑉 , … , 𝑉  maka diperoleh sisi-sisi yang membentuk 𝑇  dengan  
𝑛 = (𝑗 − 1)𝑡 + 𝑡 − 1 + 1 = 𝑗𝑡karena 𝑗𝑡 = 𝑗 = 𝑛, maka jelas bahwa 𝐹  memuat 
𝑇 . Oleh karena itu, 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) ≤ . 
 
4. SIMPULAN 
Pada makalah ini, dilakukan kajian yang berkaitan dengan masalah penentuan 
bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk kombinasi graf pohon dan graf lintasan 𝑃  
untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛 dan 𝑗 ≥ 3, yaitu 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ). Berikut ini adalah 
hasil-hasil yang telah diperoleh. 
1) Untuk bilangan bulat positif 𝑛, berlaku 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
2) Untuk bilangan bulat positif 𝑛, berlaku 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
3) Untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛 dan 𝑗 ≥ 3, berlaku 𝑚 (𝑇 , 𝑃 ) = . 
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